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0. INTRODUCCION

En el primer trimestre de 1972 el INE realiz6 en Espafia una encuesta sobre
diferencias relativas de renta. Esta encuesta forma parte de un proyecto inter-
nacional sobre comparacién de rentas elaborado por la Conferencia de Estadis-
ticos Europeos, al que se adhirié nuestro pais conjuntamente con otros siete
paises.

En el presente estudio nos proponemos utilizar los resultados obtenidos de
dicha encuesta en Espafla para comparar distintas medidas de desigualdad de
renta. El esquema de nuestra exposicion serd el siguiente. En el epigrafe 1,
resumiremos las caracteristicas y los conceptos de esta encuesta basandonos en
la monografia publicada por el INE (1974) y en varios documentos de la Confe-
rencia de Estadisticos Europeos. En el epigrafe 2 examinaremos seis medidas de
desigualdad de la renta que utilizaremos en nuestro estudio. Finalmente, en el
epigrafe 3 aplicaremos estas medidas y analizaremos los resultados obtenidos.

1. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DE LA ENCUESTA DE DIFERENCIAS
RELATIVAS DE RENTA

En Espafia el tamafio de la muestra para esta encuesta se flj6 en 10.000 vi-
viendas. El colectivo investigado, a diferencia de otros paises en que comprendia
toda la poblacién, se limité6 a aquellos hogares cuyos cabezas fueran asalariados
o inactivos. Las rentas se refieren al afio 1971.

Se considera como perceptor de renta a toda persona que durante el periodo
investigado haya recibido cualquier tipo de renta, incluyendo a trabajadores
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familiares, estudiantes que trabajen estacionalmente, etc. Por otra parte, se con-
sidera perceptor activo a toda persona que durante el periodo investigado haya
percibido rentas como retribucién a su actividad. Dentro de los perceptores ac-
tivos se distingue entre los regulares —aquellos que llevan a cabo una actividad
productiva remunerada durante siete o0 mas meses del afio cubierto por la en-
cuesta— y los eventuales. Entre estos ultimos siempre estdn incluidos los traba-
jadores familiares. En la explotacién de los datos se han considerado tres uni-
dades de referencia: hogar, persona y perceptor activo.

En esta encuesta los tipos de renta que se han manejado han sido los si-
guientes: renta primaria, renta distribuida de los factores y renta disponible.

a) La renta primaria esta integrada por el conjunto de retribuciones brutas
al factor trabajo y por el conjunto de rentas de los empresarios individuales.
Estas ultimas entran a formar parte de la encuesta solo en el caso de que el
cabeza de familia sea asalariado, jubilado, retirado o rentista.

b) La renta distribuida de los factores es la suma de la renta primaria y
de las rentas derivadas de la propiedad.

c) La renta disponible se obtiene afadiendo a la renta distribuida de los
factores las transferencias corrientes percibidas y deduciendo las transferencias
corrientes pagadas.

Las caracteristicas de clasificacién que seran tenidas en cuenta en el estudio
comparativo de las medidas de desigualdad son las siguientes: categoria socio-
economica del cabeza de familia, edad del cabeza de familia, nimero de percep-
tores activos del hogar, tamafno del hogar, tamafio del municipio, nivel de ins-
truccién de los perceptores activos, edad de los perceptores activos y categoria
socioeconémica.

2. MEDIDAS DE DESIGUALDAD DE LA RENTA

A partir de los datos publicados de distribucién por decilas de la encuesta
de diferencias relativas de renta, vamos a realizar un estudio comparativo entre
diferentes medidas de desigualdad. Concretamente hemos seleccionado las si-
guientes medidas de desigualdad: a) el coeficiente de concentracion de Gini (IG);
b) el porcentaje para méaxima igualdad (E); c¢) la medida v de Frigyes (MVF);
d) la varianza de los logaritmos de la renta (VLR); e) la medida de desigualdad
basada en la teoria de la informacion ponderando con participacién en la ren-
ta UYX); f) la medida de desigualdad basada en la teoria de la informacién pon-
derando con participacién en la poblacién (IXY). Las tres ultimas medidas consi-
deradas tienen la ventaja de que permiten tratar diversos niveles de agregacion.
A continuacién pasamos a describir cada una de estas medidas, seflalando la for-
ma en que se han aplicado a las distribuciones por decilas.
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2.1 Indice de concentraciéon de Gini

El indice de concentracién de Gini es sin duda la mas popular de las medidas
de desigualdad. Esta estrechamente conectada con la curva de Lorenz.

En una distribucién de frecuencias, ordenada de menor a mayor participacién
en renta, designaremos por y, y por x, a la participaciéon —expresada en tanto
por uno— en la renta y en la poblacién total de cada grupo; a las correspon-
dientes frecuencias acumuladas las designaremos por y? y por x% La curva de
Lorenz se obtiene, como es sabido, representando los pares de valores (x4, y9)
y uniendo mediante lineas rectas cada par consecutivo, y ademas (x3, ¥9) con el
origen, segun puede verse en la figura 1 en la que se han considerado cuatro
intervalos.
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X4 X, X3 X4

Participacion en poblacion

Ficura 1. Curva de Lorenz

El indice de Gini se define con referencia a la figura anterior mediante la
siguiente expresion:
Area rayada Area A OAB—M

IG = = [1]
A OAB Area A OAB

donde M es el area existente debajo de la curva de Lorenz.
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Si lag participaciones en poblacion y en renta estan expresadas en tanto
por uno, el drea del triangulo A OAB sera igual a 0,5 y el indice de Gini to-
maré el siguiente valor:

IG=1—2M (2]

Para evaluar M, se puede descomponer esta superficie en tantos trapecios
rectdngulos como intervalos considerados, segun puede verse en la figura 1. [En
realidad la figura correspondiente al primer intervalo es un triangulo rectan-
gulo, pero a efectos del calculo lo podemos considerar como un trapecio rec-
tangulo que tiene una base nula. Cada trapecio tendra como bases yi_,eyhy
como altura, x,, variando i desde 1 hasta k, siendo k el numero total de inter-
valos (l6gicamente, y, = 0).]

De acuerdo con esta evaluacién de M, (IG) se puede expresar de esta forma:

K
IG=1—3(y1, +¥9)%, 3l
{=1

Ahora bien, en una distribuciéon por decilas K = 10, y x, tiene un valor cons-
tante e igual a 0,1. Por otra parte,

]
y = Ey, (4]
j=1

Sustituyendo este valor de y? en [3]:

10 [i-1 ] 9
Ic=1—z[2y,+zy,]xo.1=o.e—o.zx2(10—-1‘) v, (s}
j-1 j=1

1=l [j=1

2.2 Porcentaje para maxima igualacion

El porcentaje para maxima igualacion es la medida mas facil de calculo de
las que hemos seleccionado. En la monografia que ha publicado el INE (1871)
con los resultados de la encuesta de diferencias relativas de renta aparece calcu-
lada en todas las distribuciones por decilas. Esta medida se determina mediante
la siguiente férmula.

E = 3 (10y, — 10) 16l
y,<0,10

donde y, es la participacién en renta de la decila i.

Siguiendo a la definicién que* se da en el documento elaborado ror la Oficina
Estadistica Central Hungara (1973, p. 8), E indica el «porcentaje de la renta total
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del conjunto considerado que deberia transferirse desde los grupos de decilas
cuya participacién excede del 10 por 100 a aquellos con participaciones menores
del 10 por 100 con objeto de alcanzar una completa igualdads.

2.3 La medida v de Frigyes

Frigyes (1965) propuso tres medidas para caracterizar la desigualdad de la
distribuciéon de la renta. Posteriormente, Elteto y Frigyes (1968) (1) analizaron
sus propiedades, especialmente para el caso de que la distribucién de la renta
fuera del tipo logaritmico normal.

Estas medidas se definen mediante las siguientes férmulas:

m m: m:
u=— : = — W= — [71
m m m
donde
m=E (R) (8l
m1=E(R/R<m) [9l
m; = E'(R/R>m) [10]

donde R designa la renta de una unidad perceptora seleccionada al azar.

De acuerdo con las anteriores expresiones, v puede interpretarse como las veces
en que la renta media de los situados por encima del promedio excede a la media
de los situados por debajo del promedio.

Interpretaciones andlogas pueden darse a las medidas u y w. Mientras se puede
afirmar que v es una medida de desigualdad del conjunto de rentas, u y v pueden
considerarse como indicadores de la desigualdad de la renta en los tramos' infe-
rior y superior a la media, respectivamente.

Segun Eltetdé y Frigyes, estas medidas de desigualdad cumplen los siguientes
requisitos: f] C

a) Tienen una interpretacion econémica plausible.

b) Son féciles de calcular a partir de datos agrupados.

c) Ademéas de medir el grado de desigualdad de la renta, son también sus-
ceptibles de descomposicién en factores, pudiéndose determinar la contribucion
de cada factor a la desigualdad de renta.

d) Estas medidas tienen una interpretacion geométrica simple que se relacio-
na con la curva de Lorenz.

e) Para la mayor parte de las funciones de distribuciéon que se estudia en la
teoria de la distribucion de la renta, los indicadores propuestos pueden expresarse
en forma simple en funciéon de los parametros de la distribucién.

(1) Estos autores indican que en una investigacion independiente, RaBxiNa (1987) aplicé también
un indicador de desigualdad analogo a la v.
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No vamos a entrar aqui a examinar cada uno de estos puntos. Unicamente
vamos a comentar el punto c¢) y analizar los problemas que se plantean al calcu-
lar estos indicadores a partir de una distribucién por decilas.

En cuanto al punto c) seflalaremos que las posibilidades de descomposicién
de estos indicadores son mucho mas limitadas que en el clasico analisis de la
varianza, ya que la factorizacién a que aluden los autores solamente puede llevarse
a cabo con variables cuantitativas.

Cuando los datos estdan agrupados por intervalos, la media no coincidird, salvo
accidente estadistico, con el final de un intervalo. De todas formas, mediante inter-
polacién se pueden obtener estimaciones de los individuos con renta superior e
inferior a la media para el intervalo en el que se encuentra esta ultima. Sin
embargo, cuando el investigador Unicamente dispone de la distribucién por decilas
el problema se complica al no conocer los limites de cada intervalo, con lo que
la interpolacion tendra un caracter mucho mas arbitrario. Por esta razén hemos
preferido en este estudio operar con decilas completas, de forma que si con una
decila recibe una participacién superior al 10 por 100 consideremos que todos los
individuos de esa decila perciben una renta superior a la media y andlogamente
razonariamos para las decilas con participacién inferior al 10 por 100.

De las tres medidas propuestas por los autores utilizaremos para estudios com-
parativos Unicamente la medida v.

24 Varianza de los logaritmos de las rentas

En principio podria esperarse que tanto la varianza de los logaritmos de las
rentas como la varianza de las rentas, son utilizables como medidas de concentra-
cién. Sin embargo, esta nltima no tiene ningun interés por ser una medida de
cardcter absoluto y, por tanto, no susceptible de aplicacién en estudios compara-
tivos. Al tomar logaritmos de las rentas, la varianza se convierte automaticamente
en medida relativa, con la ventaja adicional de que se puede desagregar en diversos
niveles. También el coeficiente de variaciéon al cuadrado de las rentas seria una
medida de caracter relativo, pero con la desventaja de que presenta problemas a
la hora de desagregar [véase Theil (1987), p. 125].

Una vez hechas estas consideraciones, pasamos a examinar la varianza de los
logaritmos de las rentas y su descomposicion.

Sean:

r,, = renta percibida por el individuo i perteneciente al subconjunto S,, para
m=12, ..., M.

N, = numero de individuos que integran el subconjunto S,,.
M

N= 3N,
m=1

Si designamos por G y por G, a las medias geométricas de la renta en el
subconjunto m y en el total, respectivamente, tendremos las siguientes expre-
siones:
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Nm
log G, = 3 log r,, 11l
m =1
1 MN, M N
log G = S Slogr,, =3 log G,, [12]
m=1 i=1 m=1

De forma equivalente se puede considerar a log G, vy a log G como las me-
dias aritméticas de los logaritmos de las rentas en el subconjunto S, y en el
total respectivamente. La varianza de los logaritmos de la renta para el total
y su descomposicién vendrian dados de acuerdo con el analisis clasico de la va-
rianza por la siguiente expresion:

1% L % Sn log G2
= — og r"I —_ g =
=N 2 2108 Tm ]
[13]
1 M N 1 M N, .
= —N-—mE-le (log G,,—log G)* + —N—il = [log 1, —log G,]
o alternativamente por
1 M N rml? M NI Gnl* M N[ 1 % Tmi 2|
V,=——-3 Sllog 2| =5 2log —2| + -2 — 3 log -2, |[14]
T N msli‘:ll Gj m=1 Nl G ma N lh N, il GmJ J

M Nm Gm 2
Ves = m§=}1 —N— log — [15]
1 Na Foi |2
V, —— log —— [16]
Im Nm = Gm J

donde Vs es la varianza de los logaritmos de renta entre-subconjuntos y V. es
la varianza de los logaritmos de renta del subconjunto h (intrasubconjuntos).

Sustituyendo las anteriores expresiones en [14] tendremos finalmente:

M N
Vy= Vg + %_1\7’1 Vim (17

El primer término del segundo miembro de [(17] es la varianza de los loga-
ritmos de la renta entre-subconjuntos, mientras que el segundo término es una
media ponderada de las varianzas de los logaritmos de las rentas intra-sub-
conjuntos.
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Como hemos visto, la varianza de los logaritmos de la renta es una medida
relativa con posibilidades de descomposicién. Ademas es una medida adecuada
en el caso de que las rentas tengan una distribucién lognormal.

Como inconvenientes de esta medida sefialaremos los dos siguientes:

1. No estd relacionada con la media aritmética, sino con la media geomé-
trica, lo que dificulta la interpretacién de los resultados obtenidos.

2. En el caso de que existan rentas nulas —y este problema se presentara
en nuestra aplicacion—, no se pueden calcular.

En la aplicacion a la distribucién por decilas de la varianza de los logarit-
mos de la renta utilizaremos la siguiente notaciéon:

¥.. = participacion en renta de la decila i en el subconjunto S,

R, = renta del subconjunto S,.

Por otra parte, N,, N y r,, conservaran el significado que les dimos al co-
mienzo del epigrafe.

En base a esta notacién, se pueden establecer las siguientes equivalencias con
las formulas que hemos establecido anteriormente:

10
log G, = _1%~ S log y,, + logR,, (18]

=1

10 1 10 2
Vim = o ‘i log ym,—-—l'o— 12“1 log ym,} [19]
M N 1 w0 M N 1w 2
\4 =E—-—'3-|'-——Elogy,+logﬁ,,——2—1—210gy,,+logR,,, (201
ES m=1 N l. 10 i=1 " ' m=1 N 10 =1 "

A partir de las anteriores expresiones, teniendo en cuenta [12] se calcula de
forma inmediata V.

2.5 Medida de igualdad basada en la teoria de la informacién ponderando
por participacién en renta

Como una introduccién a la teoria de la informacién se pueden consultar en
lengua castellana los trabajos de Arnaiz (1960) y Vegas (1969). En lo que se refie-
re concretamente a su aplicacion a la distribucion de la renta debemos destacar
la obra de Theil (1967), que es la que seguiremos en nuestra exposicién, como
yva hicimos en nuestro anterior trabajo. [Véase Uriel (1974).]

Antes de analizar las medidas de desigualdad de distribucién de la renta basa-
das en la teoria de la informacién, examinaremos brevemente los conceptos gene-
rales de esta teoria.
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2.5.1 CONCEPTOS GENERALES SOBRE LA TEORiA DE LA INFORMACION

a) Informacién contenida en un mensaje

Sea un suceso E cuya probabilidad de presentarse es p. Si recibimos mas tarde
un mensaje que nos dice que efectivamente ha ocurrido el suceso E, entonces la
informacién contenida en el mensaje sera tanto mayor cuanto menor sea la proba-
bilidad p de que se presente dicho suceso.

Si deseamos medir la informacion contenida en un mensaje en términos de
la probabilidad que tenemos previa a su llegada, es logico elegir una funcién
decreciente. La funcién que se acostumbra a utilizar para este fin es la siguiente:

h (p) = log [211

El motivo fundamental de esta eleccién radica en el hecho de que en el caso
de dos o méas sucesos independientes esta funcién cumple la atractiva propiedad
de aditividad. En efecto, siendo E, y E, los sucesos independientes con probabilida-
des p, y p, si un mensaje afirma que se han presentado conjuntamente ambos
sucesos, entonces la informacién contenida en el mensaje vendra dada de acuerdo
con [21], por

1

1 1
h(p, p;) = log Pip log . + log o = h (p,) + h (Ps) [22]

Se toma como unidad de informacién la que corresponde a un mensaje cuya

probabilidad es p =

cuando se utilizan logaritmos de base 2. Se dice entonces
que la unidad de informacién es un bit («binary digit»). En la teoria de la infor-
macién también se suelen utilizar logaritmos neperianos, en cuyo caso la unidad
de informacién es un nit. Como log, 2 = 0,603 = 1/1,443, la relacién entre un bit y
un nit es inmediata:

1 bit = 0,693 nit 1 nit = 1,443 bit

En la figura 2 se indica en bits y en nits cémo varia h (p) al variar p.

A la funcién [21]1 se puede llegar también como resultado de establecer una
axiomatica. Para méas detalles, véase Theil (1967, pp. 5 y 6) y Khinchin (1957, pa-
ginas 9-13).
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b) Entropia de una distribucion

Antes de definir el concepto de entropia, y con objeto de darle una mayor

generalidad, vamos a considerar un sistema completo de sucesos E,, ..., E,, tal que
uno de ellos tiene que presentarse necesariamente. Sus probabilidades respectivas
son p,, P, -.., P, Por tanto, se verificara que

n

Sp,=1,; p,=0 i=1, ... n [231

f=1

El mensaje que se reciba nos dira a posteriori cual de estos sucesos se ha pre-
sentado. Sin embargo, a partir de las probabilidades existentes a priori se puede
determinar la informacion esperada de dicho mensaje. Considerando a h (p,) como
una variable aleatoria y a p, como su probabilidad correspondiente, la determina-
cién de la informacion esperada equivale a calcular la esperanza matematica de
esta distribucién, es decir:

H(p)= 2 ph(p)= 2 p, log =— 3 p, log p, (241

i=1 i i=1

Precisamente a H (p) se la denomina entropia de una distribucién. La expre-
sion [24] nunca puede ser negativa, ya que es una media ponderada de valores
h (p;) no negativos con pesos (p,) también no negativos. Unicamente surge una

indeterminacién cuando un p, = 0; entonces el producto p, log es de la

i
forma Ox (—oc), pero tomando limites se ve inmediatamente que esta expresién

tiende hacia cero.
Veamos ahora el intervalo de variacién de H (p). El minimo valor de H (p) es
cero, que se presenta cuando un p, =1 y los restantes p; = 0 para j =+ i. Es evi-
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dente que si tenemos una certeza absoluta de que se va a presentar el suceso E,
la informacién esperada de un mensaje sera nula.

La determinacién del valor maximo de H (p) implica maximizar esta funcion
sujeta a la restriccion de que 3 p, = 1. Utilizando multiplicadores de Lagrange, la
expresién a maximizar es la siguiente:

n

S:——Ep‘ log p‘—-'A{E p,—1 [25]
=1

=l {
Derivando parcialmente S con respecto a cada p, e igualando a 0, obtendremos

—en el caso de que los logaritmos de [25] sean neperianos—las siguientes expre-
siones:

—1—Ilog p,—A =0 i=1 ..., n (2681

A partir de [26]1 observamos que, cualquiera que sea i, resulta que logp; =
= —1—; por tanto, todos los p, seran iguales entre si, 1o que necesariamente
lleva a que

1
n

p,= i=1 .., n (271

En resumen, la maxima entropia se logra cuando todos los sucesos son igual-
mente verosimiles. Cuando esto ocurre antes de recibir el mensaje existe la méa-
xima incertidumbre, por lo que el mensaje que recibamos contendrd la méxima
informacién o maxima entropia.

c) Informacién esperada de un mensaje indirecto

En los dos apartados anteriores hemos considerado que el mensaje que reci-
biamos nos indicaba qué suceso se habia presentado efectivamente. Ahora vamos
a tratar el caso en que el mensaje nos informa unicamente que la probabilidad
a priori de que se produjera el suceso E, (a la que hemos designado por p,) se
transforma en otra probabilidad a posteriori, a la que designaremos por q, Esta
informacién nos la suministra el mensaje para el sistema completo de sucesos.
Para estas probabilidades a posteriori (q,, ...,q,) se verificard también que

n
>g, =1 ; q=0 i=1..,n [281]
=]

Supongamos ahora por un momento que el mensaje nos indica solamente la
probabilidad a posteriori, q, del suceso E, Dada la probabilidad a priori, p, la
informacién contenida en el mensaje que nos dijera que se habia producido E,
seria h(pt); en cambio, si dada la probabilidad a posteriori, q, nos llega otro
mensaje afirmandonos que se ha producido efectivamente E, entonces su con-

ESTADISTICA ESPANOLA.—4
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tenido de informacion seria h (q,). Asi, pues, el cambio que se opera al pasar de
h (p,) a h(q,) es el resultado del mensaje que transforma la probabilidad a priori,
p,. en la probabilidad a posteriori, q,; la informaciéon neta contenida de dicho
mensaje sera la diferencia h (p,)—h (q,) = logq,/p,.

Puesto que un mensaje indirecto afirma que la probabilidad de E; es q, y la
informacién anadida es log q,/p,, la informacién esperada de este mensaje indi-
recto sera

n
d aq,
I1(q:p) ==q,log— {201
=1 py
2.52 LA MEDICION DE LA DISTRIBUCION DE LA RENTA A PARTIR DE LA TEORfA
DE LA INFORMACION

Si consideramos un colectivo de N individuos, cada uno de ellos percibira una
fraccion no negativa de la renta total del colectivo. Designando por y, la fraccién
de renta total que percibe el individuo i-ésimo, se verificara que

N
Sy, =1 ; y,>0 i=1,...N 1301
=1

Si calculamos la entropia para la anterior distribucién tendremos que

N
H () :Ey,-log—;— (311

=1 i

1
N estaremos ante un caso de con-
centracion minima o completa igualdad de renta. Dicho caso coincide precisa-
mente con la maxima entropia, es decir, para la cual H (y) toma el valor log N.

Por el contrario, cuando la fraccion renta de un individuo-—por ejemplo,
el y—es igual a 1, la concentracién o desigualdad de renta sera méaxima. Se ve
claramente que en dicho caso H (y) es igual a cero.

En vista de lo anterior, la entropia puede contemplarse como un estadistico
que nos mide la igualdad en la distribucién de la renta.

Si el valor de la maxima entropia (log N), para el que se da una igualdad
completa entre las diferentes rentas, le restamos H (y), obtendremos una medida
de desigualdad de la renta. Analiticamente,

Cuando para todo y, se verifica que y, =

N N y[
logN—H W =Xy, logNy, =3y, loz-l/N

t=1 i=1

[32]

En la expresién anterior, 1/N es la renta que corresponderia a cada individuo
en el caso de completa igualdad. Si hacemos 1/N = x,, se puede interpretar a x,
como una probabilidad a priori y a y, como una probabilidad a posteriori. De
acuerdo con esta interpretacion [32] seria la informacién esperada de un mensaje
indirecto; es decir,
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N y‘
I(y : x) = ‘21 ¥, log—x‘— [33]

Por motivos que se veran al tratar el problema de la agregacion, es preferible
utilizar [33] en lugar de [31] como instrumento para estudiar la desigualdad de
la distribucién de la renta.

Puede observarse facilmente que I(y : x) varia entre cero (completa igual-
dad) y log N (maxima desigualdad). En efecto, cuando y, = x,, para todo i, re-
sulta que I(y : x) =0; por otra parte, si y, por ejemplo, es igual a 1 e y; para

j# i, es igual a cero, entonces I(y : x) = log 775 1 =log N (2). Comparando el

estadistico I(y : x) con el indice de Gini observamos que el limite inferior coin-
cide, pero no el limite superior. En el indice de Gini, el limite superior es siem-
pre 1, mientras que en el estadistico I(y : x) este limite superior es variable,
aumentando a medida que se va incrementando el tamano de la poblaciéon. Cabe
preguntarse: (Es esto un inconveniente de nuestro instrumento de medida? Vea-
mos qué respuesta puede darse a este interrogante.

En una sociedad con dos individuos en que y, =1 e y, =0, el indice de Gini
tomara el valor 1; de igual forma, en una sociedad con 1.000.000 de individuos
en que y,=1 e y, =0 para i # 1, el indice de Gini también tomara el valor 1.
Los valores de I(y : x) serian, respectivamente, log 2 y log 1.000.000. Ahora bien,
parece en principio razonable pensar que la segunda sociedad considerada es
mucho mas injusta que la primera. Nuestra segunda sociedad seria comparable
a la primera si la mitad de sus individuos percibe una fracci6n de renta de 2/N
cada uno, mientras que la otra mitad no percibe nada. En ese caso,

2/N
I(y : )= 22/N log — 5~ = log 2 [34]

=l

que es precisamente el resultado que habiamos obtenido con la injusta siciedad
de dos individuos.

Dejando aparte este punto, dos propiedades que son deseables que cumpla
cualquier indicador que trate de medir la desigualdad en la distribucién de la
renta son las siguientes:

1.2 El indicador no debe alterarse cuando todas las rentas varian proporcio-
nalmente.

2* Si en principio el individuo i percibe una fraccién de renta superior al
individuo j (es decir, y,>1y;), y posteriormente el individuo j va incrementando
su renta a expensas exclusivamente del individuo i (es decir, manteniéndose cons-
tante y, +y)), la medida de desigualdad de la renta debe ir decreciendo hasta
el punto en que y, = y;, suponiendo, claro est4, que las demas rentas permanecen
inalteradas en todo este proceso.

(2) Para llegar a este resultado es preciso tomar limites, ya que se presentan indeterminacio-
nes del tipo 0x (— oo



52 ESTADISTICA ESPANOLA

En lo que respecta a la primera propiedad, se ve inmediatamente que el es-
tadistico [33] la cumple, ya que las rentas estan expresadas como fraccién de
la renta total. La segunda propiedad también la cumple [ (¥:x) segin vamos a
ver al tratar el problema de la agregacion, del que pasamos a ocuparnos a con-
tinuacién.

Supongamos, como en el apartado 2.4, que en una poblacion de tamaiio N se
pueden considerar M subconjuntos: S,, ..., S, de forma que cada individuo per-
tenezca & uno, y sélo a uno, de estos subconjuntos.

En primer lugar vamos a examinar los problemas de agregaciéon de H (y) para
después pasar a I(y : x). Una formulacién equivalente de [31]1 seria la siguiente:

H(y)= 2! Xy, log— [35]
mal| ieS Yy
Si denominamos
Y,.= 3y, m=1, ... M [361
168,
H R B 1 (371
m (y) “‘G:m Ym e yz/ym
gYEy‘I 1/Y,, "ﬁyzy‘/ 1 1
H(y) = -V log = ——|log—— + log————|| =
( ) m=1 m!esm Ym t/Ym m=1 miesm Ym( Ym & ‘_V,/Ym
M 1 M 1 M
=3|Y,log——+Y,H, (y) =3 Y,log—+ S Y, H,(y) [381
m=1 Y"l m=1 Ym M=l

El primer término de la ultima igualdad de [38] es la entropia entre-subcon-
juntos, mientras que el segundo término es una media ponderada de las entropias
intra-subconjuntos.

Si estamos comparando varios subcpnjuntos, seria légico esperar que la en-
tropia entre-subconjuntos alcance su maximo valor cuando la renta per céapita
de todos los subconjuntos sea igual. Sin embargo, el primer término de la ultima
igualdad de [38] alcanza un mé&ximo valor cuando, para todo, Y, = 1/M (es
decir, cuando todos los subconjuntos tienen la misma renta total), en lugar de
hacerlo cuando la renta per capita es igual en todos los subconjuntos. Este hecho
invalida a nuestro instrumento H (y) para realizar comparaciones entre subcon-
juntos de individuos.

Veamos qué sucede si aplicamos I(y:x) en vez de H (¥)- De acuerdo con la
ultima igualdad de [39], y teniendo en cuenta [32] y [33], la medida de desigual-
dad de la renta I(y:x) se puede expresar de esta forma:

N v,
I(y:x):i', y, log =
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M 1 M R
=log N— 3 Y, log Y —3Y,H,(y)=
m=1 m m=1

M M 1
=log N— 3 Y,log N,— 3 Y, log % +
m=1 m=1 m
M
+ = Ym[log Nm""Hm (y)] =
m=1
M Y M v, Y/Y
=3V, log ———+ SY lo 130}
m=1 & Nm/N n§1 " iess(m Ym & 1/Nm

El primer término de la ultima igualdad de [39] es la medida de desigualdad
de renta entre-subconjuntos, mientras que el segundo es una media ponderada
de la desigualdad de renta intra-subconjuntos. Por otra parte, puede comprobarse
que dicho primer término es cero cuando las rentas per capita de los M subcon-
juntos son iguales. En efecto:

renta de S, N,, X renta per capita de S,

m = “renta total _ N X renta per capita del conjunto total

En caso de que todas las rentas per capita sean iguales, resultara que

Y,.= [40]

Si Y, =N,/N, es evidente que log Y,/(N,/N) =0 y, por tanto, también sera
igual a 0 el primer término de la ultima igualdad de [39].

Si denominamos

X, = —N'"— : participacién de S, en la poblacién total, para m =1, ..., M;
z, = : participacion del individuo i en la renta de S,, para icS,;

m
v, = : participacion del individuo i en la poblacién de S,. para ieS,,;

m
Izs (Y :X) : medida de desigualdad entre subconjuntos;

I, (z:v) : medida de desigualdad dentro del subconjunto S,,

entonces [39] se puede expresar por cualquiera de estas dos formas alternativas:

Y m 24

Mz

v, log [41)

H

M M
=37, log +3 Y, 3 z log
feS,,

i m=l m m=1
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I(y:x):lzs(Y:X)+§1lelm(z:v) 1421

A partir de los desarrollos anteriores vamos a examinar ahora si I (y : x) cumple
la segunda propiedad enunciada anteriormente.

Supongamos que el subconjunto S, est4 integrado por los individuos i y j.
Su participacién en renta dentro del subconjunto serd, respectivamente, z, y 2,
con z, + z; = 1. Por otra parte, su participacion en la poblaciéon dentro del sub-

1 1
conjunto sera légicamente v, = - y v, = N En consecuencia, la desigualdad

de rentas dentro del subconjunto S, adoptara la siguiente expresion:

=z, log —-z-‘-— + 2z, log —i’—— [43]
v ! ! 1/2

2
; 1/2

2, )
v+ log

I,(z:v) =z, log

Consideremos la situacion inicial en que z,>0, z;,>0 y 2,> 2z, Si a partir de
esta situacién inicial, z; va creciendo hasta llegar a z; = z,, el estadistico I, (z:v)
ira disminuyendo de valor, llegando a cero precisamente cuando la participacién
de los dos individuos es igual, es decir, cuando no existe desigualdad de renta.

Por el contrario, si a partir de la situacion inicial se incrementa el valor de z,,
el estadistico I;, (z:v) crecera también. La cota maxima se alcanzara cuando z, = 1
(y, por tanto, z; = 0) en que I (z:v) =log 2.

En resumen, vemos que el estadistico I, (z:v) aumenta de valor cuando se in-
crementa la desigualdad de renta existente dentro del subconjunto S, mientras
que disminuye en caso contrario.

Volviendo a [41], 6 [42], se observa que una variacién de I, (z:v) implicara
una variacién en el mismo sentido de I (y:v) ponderada por el peso Y,, en el
supuesto de que Y, (y también las rentas de los individuos pertenecientes a los
restantes subconjuntos) se mantenga inalterada. Analiticamente,

Ally:x) =Y, Al (z:v) (441

ya que los cambios internos en I, (z:v) no afectan al resto de la expresion [42],
siempre y cuando Y,, se mantenga inalterada, como hemos supuesto. De esta for-
ma queda demostrada la segunda propiedad considerada.

Al comienzo de este epigrafe hemos indicado que en el andlisis comparativo
ibamos a utilizar dos medidas basadas en la teoria de la informacién. La primera
de ellas (IYX) viene dada por la expresion [42]. En su aplicacion a los datos de
la encuesta de «Diferencias relativas de renta», el significado concreto dado a z,
v, es el siguiente:

z, = participacién de la decila i en la renta de S,, para ieS,,.

v, 0,10.
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La segunda medida basada en la teoria de la informaciéon (IXY) viene dada por

M Xm M Vi
I(x:y) =3X, logo—+ 3 X,, 2.] v, log— | =

ma=l m M=l L

M
=l X:Y) + 3 X, 1, W:2) 145]

m=1

En la expresién [45] se invierte, con relacion a la expresion (421, el papel ju-
gado por x e y, interpretandose I (x:y) como la informacién esperada de un
mensaje indirecto que transforma las probabilidades a priori, y, (participaciones
en renta), en las probabilidades a posteriori, x, (participaciones en poblacién).
En [42] las ponderaciones son las participaciones en renta, mientras que en [45]
las ponderaciones son las participaciones en poblacién. Este hecho puede afectar
de forma considerable al resultado final. Pensemos, por ejemplo, en la aplicacién
a la distribucién de la renta per capita en todo el mundo: en el caso de I (y:x)
el resultado final estaria en su mayor parte determinado por la renta de los paises
de la OCDE; en cambio, al aplicar I (x:y) la influencia de la poblacién de los
paises del Tercer Mundo seria decisiva en los resultados.

3. ANALISIS DE RESULTADOS

En primer lugar, vamos a efectuar un estudio comparativo en base a la apli-
cacion de las seis medidas de desigualdad seleccionadas a los subconjuntos o
grupos de una serie de tablas de decilas obtenidas para distintas caracteristicas.

Se analizara el grado de asociaciéon entre las distintas medidas de desigualdad
segun la ordenacion que hacen de los grupos de cada conjunto.

Las tablas de decilas de la encuesta <«Diferencias relativas de renta» a las
que se han aplicado las seis medidas de desigualdad (3) son las siguientes:

1. Renta distribuida por hogar segun categoria socioeconémica del cabeza

de familia.

2. Renta disponible por hogar segun categoria socioeconémica del cabeza de
familia.

3. Renta disponible por persona segin categoria sociceconémica del cabeza
de familia.

4. Renta distribuida por hogar segun edad del cabeza de familia.
Renta distribuida por hogar segun el numero de perceptores activos del
hogar.

6. Renta disponible por persona segun tamano del hogar.

7. Renta disponible por persona segun tamafo del municipio.

8. Renta por perceptor activo segun categoria socioeconémica del perceptor.

(3) En algunas tablas existen decilas con renta nula, lo que ha impedido aplicar en dicho
caso la varianza del logaritmo de la renta.
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9. Renta primaria por perceptor activo segun el nivel de instruccién del

perceptor.
10 Renta primaria por perceptor activo segun la edad del perceptor.

Los resultados para las caracteristicas anteriores aparecen en los cuadros
1 a 10. En la parte a) de cada cuadro se refleja la participacién en porcentaje
en la poblacién y en la renta total de cada uno de los subconjuntos considerados,
asi como las medidas de desigualdad de los mismos. En la parte b) se indica
para cada una de las medidas consideradas el namero de orden —en una ordena-
cién de menor a mayor— que corresponde a cada grupo o subconjunto en que se
ha dividido el colectivo total. Finalmente, en la parte c) se refleja el grado de
asociacién entre medidas de desigualdad. Este grado de asociaciéon se ha obtenido
aplicando a los datos del apartado b) la medida y de Goodman-Kruskal (4) que
viene dada por la siguiente expresion:

P —
YTPrQ

O

[46]

Veamos qué significado tienen los simbolos P y Q en la expresion anterior.
En la comparacién de dos medidas determinadas, se toma cada par de subcon-
juntos y se observa su respectivo numero de orden en las dos medidas de des-
igualdad. Si existe una relacién directa, es decir, si existe la misma ordenacién
relativa de los dos subconjuntos, en ambas medidas, entonces el par es positivo;
en caso contrario, el par es negativo. P es precisamente el numero de pares posi-
tivos, mientras que Q es el numero de pares negativos. Como P + Q es el nu-
mero total de pares, el coeficiente y es la proporcién de pares positivos menos
la proporcién de pares negativos. El coeficiente varia entre —1 y 1.

En los grupos del cuadro 1 (Renta distribuida por categoria socioeconémica),
el grado de asociacién entre las distintas medidas es muy elevado, excepcién
hecha de I (v:z), para la que la categoria inactivos aparece como la de menor
desigualdad, a diferencia de las otras medidas en que ocurre todo lo contrario.
Conviene sefialar que en dicha categoria las cinco primeras decilas aparecen con
renta nula. Este fenémeno no se presenta en los restantes cuadros clasificados
por categoria socioecondmica: 2, 3 y 8. En todos ellos, el grado de asociacion de
las distintas medidas es 1 6 proximo a 1. En ninguno de estos cuadros aparecen
rentas nulas, ya que se refieren a renta disponible (los dos primeros) y a renta
por perceptor activo.

En el cuadro 4, donde se considera la renta distribuida segin la edad del
cabeza de familia, aparecen tres medidas [IG,E y I(z:v)] con idéntica orde-
nacién, siendo su grado de asociacién con las dos restantes nula (v) o muy
baja [I(v:2z)]. En cambio, en el cuadro 10, referido a la renta primaria por
perceptor activo segin edad del perceptor, el grado de asociacién entre las

(4) Véase a este respecto Weiss (1968, pp. 198 y ss.).
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COMPARACION ENTRE DIVERSAS MEDIDAS DE DESIGUALDAD €7

cinco medidas anteriores es la unidad, presentando unicamente diferencias de
ordenacién la medida V,,. Esta medida no se pudo calcular en el cuadro 4 por
existir decilas con rentas nulas.

En el cuadro 5 (Renta distribuida por hogar segun el numero de perceptores
activos) vuelve a presentarse el mismo fenémeno, pero méas acentuado que en el
cuadro 1. En esta ocasién el grado de asociacién entre I (v:z) y las demés me-
didas es cero.

En el cuadro 6, que se refiere a la renta disponible por persona segin tama-
fio del hogar, el grado de asociacién entre cada par de medidas es de 1, excep-
cion hecha de V,, y I(v:z), que tienen idéntico comportamiento, pero cuyo
grado de asociacién con el resto es de 0,8.

En los dos cuadros restantes (7 y 9), clasificados por tamanio del municipio y
nivel de instruccién, respectivamente, aparecen grados de asociacién perfecta a
la vez que grados de asociacion muy bajos.

Resumiendo lo anterior, sefialaremos que las medidas I (v:z) y V. son las
que presentan, especialmente la primera, un comportamiento mdas anémalo, mien-
tras que las cuatro restantes mantienen en general un elevado grado de aso-
ciaciéon.

En lo que antecede hemos comparado céomo quedaban ordenados los grupos
pertenecientes a un conjunto al aplicar distintas medidas de desigualdad. Ahora
vamos a examinar la desigualdad total para las diez agrupaciones consideradas,
y su desagregacién en desigualdad intra-subconjuntos y desigualdad entre-subcon-
juntos. Como ya se ha indicado, unicamente se puede calcular dicha desagrega-
cién con la medida varianza de los logaritmos de la renta y con las dos medidas
basadas en la teoria de la informacién. En el cuadro 11 se han recogido los resul-
tados obtenidos.

Conviene sefnalar que la desigualdad total para una medida determinada de-
beria ser, en teoria, idéntica en los casos en que coincide el concepto a que se
aplica. Por tanto, la desigualdad total debe coincidir en las agrupaciones 1, 4 y 5,
va que todas ellas se refieren a renta distribuida por hogar. Otro tanto cabria
decir, por una parte, de las agrupaciones 3, 4 y 7, referidas a renta disponible
por persona, y por otra, de las' agrupaciones 8, 9 y 10, referidas a la renta pri-
maria por perceptor activo. Las diferencias que puedan aparecer dentro de un
misrr;o concepto se deben exclusivamente a los efectos de la agregacién de los
datos por decilas. De la observacion de la columna (3) del cuadro 11 se deduce
que para las medidas basadas en la teoria de la informacién las oscilaciones de
la desigualdad total para un mismo concepto son, en general, pequeias, a diferen-
cia de lo que sucede con la varianza del logaritmo de la renta, medida para la
cual lag diferencias llegan a ser considerables.

Otra observaciéon previa que conviene hacer. Cuando la agrupacién se hace
en funcién de la edad, numero de miembros de la familia, o de cualquier otra
caracteristica que no suscite problemas de interpretaciéon, la desagregacién de la
desigualdad en sus dos componentes (intra-subconjuntos y entre-subconjuntos)
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CUADRO 11

DESIGUALDAD TOTAL Y SU DESCOMPOSICION PARA DISTINTAS AGRUPACIONES

Desigual- Desigual- Desigual
Medidas dad entre dad intra d‘g; : 1)
AGRUPACIONES de des- subcon- subcon- total — - 100
igualdad juntos juntos ota 3)
BV ) @3)

1. Renta distribuida por hogar |4 — — — —
segun categoria socioeconé- I (y:x) 0,1572 0,2115 0,3687 42,63
mica del cabeza de familia. I(x:y) 0,1805 0,1195 0,3000 60,17

2. Renta disponible por hogar 14 0,5659 0,4454 1,0113 55,95
segun categoria socioeconé- 1 (y:x) 0,0891 0,1871 0,2362 29,25
mica del cabeza de familia. I (x:y) 0,0847 0,2096 0,2743 23,58

3. Renta disponible por persona \4 0,5730 0,3662 0,9391 61,01
segun categoria socioecond- I (y:x) 0,0522 0,1880 0,2212 23,59
mica del cabeza de familia I(x:y) 0,0482 0,1791 0,2273 21,21

4. Renta distribuida por hogar v — — —_ —_
segun edad del cabeza de fa- I(y:x) 0,0882 0,2897 0,3579 19,05
milia. I (x:y) 0,0940 0,2623 0,3563 28,39

5. Renta distribuida por hogar v — — — —
segun el namero de percepto- I(y:x) 0,1648 0,1934 0,3582 48,00
res activos del hogar. I (x:y) 0,3034 0,1608 0,4642 65,38

8. Renta disponible por persona |4 0,2641 0,4129 0,6770 39,01
segun tamario del hogar. I (y:x) 0,0249 0,1938 0,2187 11,38

I (x:y) 0,0247 0,1993 0,2240 11,01

7. Renta disponible por persona 14 0,6387 0,4170 1,0557 60,50

segun tamarfio del municipio. I (y:x) 0,0168 0,1968 0,2138 7,86
I (x:y) 0,0176 0,2085 0,2241 7,86

8. Renta primaria por perceptor \4 0,8026 0,3435 1,1461 70,03
activo seguin categoria socio- I (y:x) 0,0768 0,1390 0,2158 35,57
econémica del perceptor, I(x:y) 0,0884 0,1540 0,2225 30,76

9. Renta primaria por perceptor v 0,3206 0,3689 0,6084 47,19
activo segun nivel de instruc- I(y:x) 0,0824 0,1302 0,1928 32,39
ciéon del perceptor. I(x:y) 0,0508 0,1800 0,2309 22,02

10. Renta primaria por percep- \4 0,4897 0,4083 0,8781 53,50
tor activo segun edad del I (y:x) 0,0216 0,1829 0,2045 10,55
perceptor. I (x:y) 0,0242 0,1935 0,2177 11,10

tendr4 un significado claro. En cambio, no ocurre lo mismo con la categoria
socioeconémica. Al hacer una clasificacién de este tipo se pretende, en definitiva,
estratificar la poblacién en grupos homogéneos y, naturalmente, una de las con-
diciones para que exista tal homogeneidad dentro de cada categoria es que la
renta sea muy semejante. Por tanto, cuando la desigualdad dentro de cada uno
de estos grupos es elevada, seré esto un indicador de que la estratificacién por
categorias socioeconémicas no es la adecuada.
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Volviendo a los resultados del cuadro 11, sefialaremos que es muy similar
en bastantes casos el comportamiento de las medidas I(y:x) e I(x:y). Sin
embargo, en las agrupaciones 1 y 5 estas dos medidas conducen a resultados
opuestos: en la agrupacion 1 la desigualdad entre-subconjuntos supera al 50 por
100 de la desigualdad total en el caso de I (y:x), no llegando a esa cota cuando
se considera I (x:y); en la agrupacion 4 sucede justamente lo contrario. Por
otra parte, la medida V tiene un comportamiento radicalmente distinto a las
dos medidas basadas en la teoria de la informacién; como ejemplo extremo de
esta disparidad, sefialaremos la agrupacion 7, donde la razén (desigualdad entre-
subconjuntos/desigualdad total) X 100 alcanza el valor de 60,50 para V, mientras
que en las otras dos medidas no llega a 8.

Como conclusiéon final de este estudio, sefialaremos que de las seis medidas
seleccionadas, la més adecuada, a nuestro juicio, es I (y:x), por las dos razo-
nes siguientes. En primer lugar, en la ordenacién de los grupos de un conjunto
se comporta de manera similar a las medidas IG, v y E. En segundo lugar, con
la medida I (y:x), a diferencia de las anteriores, se puede desagregar la des-
igual@ad total. Ya hemos visto que las otras dos medidas que permiten tal des-
agregacion presentan ciertas anomalias.
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